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Key Takeaways 

 

 The key challenge to prediction is to maximize the utility of available data without 

detrimentally overfitting the data.  

 One approach for doing so is to expand the prediction model by applying non‐linear 

functions to transform the original predictive variables into a much larger set of 

variables, and then to reduce the dimensionality of the expanded set of variables by 

applying regularized regression.  

 An alternative solution for maximizing the utility of data is to curate the observations 
and predictive variables for each individual prediction task using a model‐free technique 
called relevance‐based prediction.  
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Abstract 

The key challenge to prediction is to maximize the utility of data without overfitting the 

observed data to the detriment of future predictions.  The authors describe two techniques for 

addressing this challenge.  The first technique, proposed by Kelly, Malamud, and Zhou (2024), is 

referred to as a high‐complexity model (HCM).  This approach applies non‐linear functions to 

transform the original predictive variables into a much larger set of variables.  It then applies 

regularized regression to guard against overfitting.  The second technique, called relevance‐

based prediction (RBP), described by Czasonis, Kritzman, and Turkington (2020, 2022a, 2022b, 

and 2023), is a model‐free approach that identifies the optimal combination of observations 

and predictive variables for each individual prediction task.  Whereas a single high complexity 

model uses many variables to address all prediction tasks, relevance‐based prediction relies on 

relatively few variables but considers many combinations of observations and variables to 

address all prediction tasks. The authors compare these alternative techniques.  
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THE VIRTUE OF TRANSPARENCY: 

HOW TO MAXIMIZE THE UTILITY OF DATA WITHOUT OVERFITTING 

 

Formal data‐based prediction originated circa 1795 when Carl Friedrich Gauss introduced linear 

regression analysis to predict astronomical motion.  This technique survives today as the most 

widely used approach for data‐based prediction.  However, there are many prediction tasks 

that involve complicated relationships between the predictive variables and outcomes which 

demand more sophisticated methods than linear regression analysis.  These complicated 

relationships are driven by conditionalities in which the nature of the relationship shifts as 

conditions change.  The key challenge to prediction is to extract as much information as 

possible from a sample of data that potentially has many conditional relationships in a way that 

does not overfit the observed data and thereby harm the effectiveness of future predictions.   

  It is generally assumed from principles of classical statistics that overfitting arises when 

the number of predictive variables is too large relative to the number of observations.  Kelly, 

Malamud, and Zhou (2024) describe and illustrate a technique for maximizing the utility of data 

that persuasively belies the common view that proliferation of predictive variables leads to 

overfitting.  Their approach, referred to as a high‐complexity model, hereafter referred to as 

HCM, uses nonlinear functions to transform the original predictive variables into a much larger 

set of variables and then applies regularized regression to guard against overfitting.1  The 

premise of this approach is twofold: if enough transformations are included, the expanded 

model will capture every conditional relationship in the data sample; and by applying 

regularized regression, the model will only rely on a smaller set of useful transformations.  
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  Czasonis, Kritzman, and Turkington (2020, 2022a, 2022b, and 2023) propose an 

alternative solution for maximizing the utility of data without overfitting.  Rather than build a 

single comprehensive model of many variables to address all prediction tasks, their approach, 

called relevance‐based prediction and hereafter referred to as RBP, curates the observations 

and predictive variables for each individual prediction task.  RBP therefore uses many different 

model‐free prediction routines all composed from relatively few variables in contrast to Kelly, 

Malamud, and Zhou who use a single model composed of many variables.   

  We proceed as follows.  We first provide detailed descriptions of the HCM and RBP 

approaches, offering a synthesized view of multiple articles on both topics along with further 

extensions and perspectives.  Then we construct a simple illustration using a contrived set of 

HCM nonlinear transformations to show in a transparent way how these different techniques 

render similar predictions by applying similar weights to observations.  We then extend this 

illustration to demonstrate that the near equivalence of these results holds when we expand 

the number of predictive variables to a much larger set of randomly produced nonlinear 

variable transformations.  We then conduct a simulation to expand our understanding of these 

different techniques.  We conclude with a summary.  

 

High‐Complexity Models 

As described by Kelly, Malamud, and Zhou (2024), HCMs use non‐linear funcƟons to transform a 

model’s original set of predicƟve variables into a much larger set to extract as much informaƟon 

as possible from the available data.  HCMs then apply linear regression analysis along with 
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regularizaƟon techniques to reduce the model’s dimensionality to guard against overfiƫng.  Let 

us invesƟgate this process in more detail within the context of linear regression analysis.   

Suppose we wish to predict an unknown value of 𝑦௧ using any given values of an 𝑀‐

dimensional row vector 𝑥௧.  To inform our predicƟons, we observe 𝑁 historical outcomes 𝑦 

which we stack into a column vector, 𝑌, and we observe 𝑁 corresponding row vectors of 𝑥, 

consisƟng of 𝑀 predicƟve variables which we stack into a matrix 𝑋.  Without any loss of 

generality, let us assume that all variables have been recentered to have average values of zero: 

1ே
ᇱ 𝑌 ൌ 0 and 1ே

ᇱ 𝑋 ൌ 0. 

A classical linear regression model using ordinary least squares gives the following 

predicƟon.   

𝑦ො௧, ൌ 𝑥௧ሺ𝑋ᇱ𝑋ሻିଵ𝑋ᇱ𝑌        (1) 

In EquaƟon 1, the operator ′ denotes matrix inverse.  The soluƟon is idenƟcal if we 

transform 𝑋 into normalized z‐scores by dividing each variable by its standard deviaƟon: 𝑍 ൌ

𝑋Ωௗ
ିଵ/ଶ

 and 𝑧௧ ൌ 𝑥௧Ωௗ
ିଵ/ଶ

, where Ω ൌ 𝑋ᇱ𝑋ሺ𝑁 െ 1ሻିଵ is the covariance matrix of 𝑋 and  Ωௗ 

contains the diagonal elements of Ω with zeros elsewhere. 

𝑦ො௧, ൌ 𝑧௧ሺ𝑍ᇱ𝑍ሻିଵ𝑍ᇱ𝑌        (2) 

We can write the same expression in terms of the correlaƟon matrix 𝑃 ൌ 𝑍ᇱ𝑍ሺ𝑁 െ 1ሻିଵ 

in which case the enƟre expression is divided by 𝑁 െ 1.  

𝑦ො௧, ൌ 𝑧௧𝑃ିଵ𝑍ᇱ𝑌ሺ𝑁 െ 1ሻିଵ      (3) 
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Further, because correlaƟons are symmetric, we can carry out principal components 

analysis to decompose 𝑃 into eigenvectors 𝑉 (columns) and eigenvalues 𝐷 (diagonal entries in a 

square matrix).   

𝑃 ൌ 𝑉𝐷𝑉′          (4) 

Expanding the inverse 𝑃ିଵ, which only requires inverƟng the diagonal matrix 𝐷, we have 

the following equivalent expression.  

𝑦ො௧, ൌ 𝑧௧ሺ𝑉𝐷ିଵ𝑉ᇱሻ𝑍ᇱ𝑌ሺ𝑁 െ 1ሻିଵ      (5) 

These transformaƟons are equivalent to performing linear regression analysis on the 

principal component transformaƟons of 𝑍: Π ൌ 𝑍𝑉 and 𝜋௧ ൌ 𝑧௧𝑉.  We obtain the same linear 

regression soluƟon because principal components are linear transformaƟons that retain all the 

linear informaƟon in the data.  The covariance matrix of the predicƟve variables Π is equal to 𝐷, 

a diagonal matrix of the variances (eigenvalues) of the uncorrelated principal components.  

𝑦ො௧, ൌ 𝜋௧𝐷ିଵΠᇱ𝑌ሺ𝑁 െ 1ሻିଵ        (6) 

To summarize, we perform two linear mulƟplicaƟve transformaƟons on 𝑋, first to 

normalize the variables, and second to project them as values on principal component vectors.  

Therefore, instead of performing linear regression analysis on 𝑋, we perform it on a new set of 

the same number of variables Π ൌ 𝑋Ωௗ
ିଵ/ଶ𝑉 and 𝜋௧ ൌ 𝑥௧Ωௗ

ିଵ/ଶ𝑉.  Linear regression predicƟons 

𝑦ො௧, are invariant to this transformaƟon. 

RepresenƟng observaƟons in terms of principal component transformaƟons Π has useful 

properƟes: 
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1. It retains all the linear informaƟon in 𝑍 in as many or fewer variables because linear 

regression predicƟons are invariant to principal component transformaƟon. 

2. The principal component variables do not share any linear informaƟon because they are 

uncorrelated. 

3. The principal components can be organized in order of their linear informaƟon content.  

In cases with more variables than observaƟons (𝑀  𝑁), the principal components 

compress all the linear informaƟon in centered zero‐average variables 𝑍 into a maximum of 𝑁 െ

1 variables, which is the maximum amount of linear informaƟon that 𝑁 centered observaƟons 

can contain.2  The eigenvalues of any addiƟonal principal components are equal to zero.  The 

transformaƟon is now Π௦௨ ൌ 𝑋Ωௗ
ିଵ/ଶ𝑉௦௨ and 𝜋௦௨,௧ ൌ 𝑥௧Ωௗ

ିଵ/ଶ𝑉௦௨ where 𝑉௦௨ includes only 

the eigenvectors corresponding to nonzero eigenvalues.  We can express this soluƟon in terms 

of the truncated diagonal matrix of eigenvalues, 𝐷௦௨.   

𝑦ො௧, ൌ 𝑧௧𝑉௦௨𝐷௦௨
ିଵ 𝑉௦௨

ᇱ 𝑍ᇱ𝑌        (7) 

The same expression can be wriƩen in terms of the full eigenvector transformaƟon but 

with the Moore‐Penrose pseudo inverse 𝐷ା in place of the tradiƟonal matrix inverse 𝐷ିଵ.  The 

Moore‐Penrose pseudo inverse in this seƫng simply computes the reciprocal of the nonzero 

diagonal eigenvalues but leaves zero values as zero, achieving the same effect as truncaƟon.   

𝑦ො௧, ൌ 𝑧௧𝑉𝐷ା𝑉ᇱ𝑍ᇱ𝑌          (8) 

This informaƟon compression is useful because we can perform standard linear 

regression analysis on the compressed subset of transformed Π variables, which is not possible 

on the original set of more than 𝑁 variables.  The linear regression soluƟon obtained this way 
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provides equivalent predicƟons to the method of ridgeless regression (see HasƟe, Montenari, 

Rosset, and Tibshirani, 2022).  Ridgeless regression performs the same informaƟon 

compression for cases where 𝑀  𝑁 by invoking ridge regression, which adds a penalty 

𝜁‖𝛽‖ଶ
ଶ ൌ 𝜁𝛽ᇱ𝛽 to the squared error loss funcƟon of OLS corresponding to the soluƟon 

𝑦ො௧,ௗሺ𝜁ሻ ൌ 𝑧௧ሺ𝑍′𝑍  𝜁𝐼ሻିଵ𝑍ᇱ𝑌, and uses it to approach the unpenalized soluƟon, which does 

not inherently have a unique soluƟon, by taking the limit as 𝜁 → 0 from above.  We can think of 

this soluƟon as retaining all the linear informaƟon in 𝑍.   

Now consider a case in which 𝑍 contains significantly fewer variables than observaƟons 

(𝑀 ≪ 𝑁).  Linear regression analysis is limited in its capacity to explain 𝑌.  Instead of using the 

variables in 𝑍, HCMs generate nonlinear transformaƟons of them for use in a new expanded 

linear regression.  Each transformaƟon of the observaƟon 𝑧 forms a new variable 𝑠 ൌ 𝑓ሺ𝑧ሻ.  

The transformaƟon funcƟons 𝑓 could take any form, mapping 𝑧 to a real number.  Though 

there are an infinite number of possible funcƟons, there is a limit to how much informaƟon they 

can collecƟvely convey about 𝑍, because 𝑍 does not contain infinite informaƟon.  To put it 

differently, many or most of the 𝑓 transformaƟons will contain overlapping informaƟon about 

the data.  HCMs could use principal component transformaƟons, as discussed earlier, to 

condense the linear informaƟon in the transformed variables 𝑆 into a subset of principal 

components which we call 𝑄.  No maƩer how many nonlinear transformaƟons we use, there is 

a maximum of 𝑁 െ 1 condensed 𝑄 variables.  For intuiƟon on the overlapping informaƟon, 

consider an extreme case with just two observaƟons.  Every funcƟon will either generate a 

higher value for observaƟon 1, a higher value for observaƟon 2, or the same value for both.  

Regardless of what the values are, any funcƟons that have higher values for observaƟon 1 are 
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linearly redundant because they are perfectly correlated.  There are only a few disƟnct ways to 

differenƟate between two observaƟons.  The same intuiƟon applies to larger 𝑁.   

To summarize the foregoing discussion, HCMs expand a predicƟon model with many 

nonlinear transformaƟons of the original predicƟve variables to extract as much informaƟon as 

possible from a sample of data that may contain many condiƟonal relaƟonships.  HCMs then 

reduce the dimensionality of the covariance matrix by applying ridgeless regression or 

equivalently by applying principal components analysis to guard against overfiƫng the data.  

Kelly, Malamud, and Zhou also consider the use of ridge regression on 𝑆 with a nonzero 

regularization parameter 𝜁 to further miƟgate the risk of overfiƫng, which is similar but not 

idenƟcal to retaining a subset 𝑄௦௨ of principal components of 𝑆.  In addiƟon to the method and 

degree of regularizaƟon, HCM predicƟons also depend on the method of nonlinear 

transformaƟon and the number of random transformaƟons.  In pracƟce the opƟmal calibraƟon 

choices are not known in advance but may be chosen using cross‐validaƟon rouƟnes that 

evaluate average efficacy on holdout samples synthesized from the observed data.   

Next, we describe RBP, which also seeks to maximize the uƟlity of data without 

overfiƫng but in a very different way. 

 

Relevance‐Based Prediction 

As described by Czasonis, Kritzman, and Turkington (2020, 2022a, 2022b, and 2023), RBP is a 

model‐free prediction technique that forms a prediction as a relevance‐weighted average of 

observed outcomes in which relevance has a precise statistical meaning.3  Although RBP gives 
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the same prediction as linear regression analysis if it is applied across all observations, it usually 

gives a more reliable prediction if it is applied to a subset of relevant observations.  When RBP 

is applied to a subset of relevant observations, it is called partial sample regression.  RBP also 

depends crucially on fit, which measures the average alignment of relevance and outcomes 

across all pairs of observations that go into a prediction task.  Fit assesses the expected 

reliability of individual predictions before they are rendered.  The final feature of RBP is grid 

prediction which forms a composite prediction as a reliability‐weighted average of many 

predictions given by different combinations of observations and predictive variables.   

Relevance 

Relevance is a statistical measure of the importance of an observation to forming a prediction 

given a chosen set of predictive variables.  It is composed of two components, similarity and 

informativeness.   

𝑟௧ ൌ 𝑠𝑖𝑚ሺ𝑥 , 𝑥௧ሻ 
ଵ

ଶ
൫𝑖𝑛𝑓𝑜ሺ𝑥 , �̅�ሻ  𝑖𝑛𝑓𝑜ሺ𝑥௧ , �̅�ሻ൯      (9) 

If a prediction is formed from a single predictive 𝑋 variable, which we may call 𝐴, 

similarity and informativeness are measured as squared z‐scores.   

𝑠𝑖𝑚ሺ𝑥, 𝑥௧ሻ ൌ െ ଵ

ଶ
ሺ𝑥 െ 𝑥௧ሻଶ/𝜎௫ಲ

ଶ         (10) 

𝑖𝑛𝑓𝑜ሺ𝑥, �̅�ሻ ൌ ሺ𝑥 െ �̅�ሻଶ/𝜎௫ಲ
ଶ         (11) 

𝑖𝑛𝑓𝑜ሺ𝑥௧, �̅�ሻ ൌ ሺ𝑥௧ െ �̅�ሻଶ/𝜎௫ಲ
ଶ         (12) 
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In these equations, 𝑥 is the value of the predictive variable 𝐴 for observation 𝑖, 𝑥௧ is 

the value of the variable for a chosen prediction circumstance, �̅� is the average of all the 

observations of variable 𝐴, and 𝜎௫ಲ  is the standard deviation of all the observations of 𝐴.  

If we instead form a prediction from more than a single predictive variable, we must use 

the more general Mahalanobis distance4 to measure multivariate similarity and 

informativeness. 

𝑠𝑖𝑚ሺ𝑥 , 𝑥௧ሻ ൌ െ ଵ

ଶ
ሺ𝑥 െ 𝑥௧ሻΩିଵሺ𝑥 െ 𝑥௧ሻᇱ      (13) 

𝑖𝑛𝑓𝑜ሺ𝑥 , �̅�ሻ ൌ ሺ𝑥 െ �̅�ሻΩିଵሺ𝑥 െ �̅�ሻᇱ        (14) 

𝑖𝑛𝑓𝑜ሺ𝑥௧ , �̅�ሻ ൌ ሺ𝑥௧ െ �̅�ሻΩିଵሺ𝑥௧ െ �̅�ሻᇱ        (15) 

In these equations, 𝑥 is a vector of the values of 𝑀 predictive variables for a prior 

observation, 𝑥௧ is a vector of the values of the predictive variables for a specific prediction task, 

�̅� ൌ 1ே1ே
ᇱ 𝑋𝑁ିଵ is the average of the predictive variables across all observations, and Ωିଵ is the 

inverse covariance matrix of all the observations of the variables.  The vector ሺ𝑥 െ 𝑥௧ሻ 

measures how distant the observations are independently from the circumstances of the 

prediction task.  By multiplying this vector by the inverse of the covariance matrix, we capture 

the interaction of the predictive variables, and at the same time we standardize the distances 

by dividing by variance.  By multiplying this product by the transpose of the vector ሺ𝑥 െ 𝑥௧ሻ we 

consolidate the outcome into a single number.   

Notice that for our measure of similarity we multiply by negative 1/2.  The negative sign 

converts a measure of distance into a measure of similarity.  We multiply by 1/2 because the 

average distance between observations is twice as large as the observations’ distances from the 
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average of all observations, which means that pairwise comparisons, including the comparison 

of a prior observation to the prediction circumstance, are measured in units that are twice as 

large as distances from average.  When we measure informativeness, we retain its positive sign, 

and we have no need to multiply by 1/2.  By measuring informativeness as a difference from 

average, we are claiming that unusual observations contain more information than common 

observations, which follows from Claude Shannon’s information theory.5  Finally, note that we 

also measure the unusualness of the current observation.  We do so to center our measure of 

relevance on zero, ∑ 𝑟௧
ே
ୀଵ ൌ 0.  All else being equal, observations that are like current 

circumstances but different from average circumstances are more relevant than those that are 

not.   

This definition of relevance is not arbitrary.  We know from the Central Limit Theorem 

that the relative likelihood of an observation from a multivariate normal distribution is 

proportional to the exponential of a Mahalanobis distance.  We also know from information 

theory that the information contained in an observation is the negative logarithm of its 

likelihood.  Therefore, the information contained in a point on a univariate or multivariate 

normal distribution is proportional to a Mahalanobis distance.   

We can also justify the non‐arbitrariness of relevance by considering a limiting case of 

the predictions it yields.  RBP forms a prediction as a weighted average of prior outcomes for 𝑌. 

𝑦ො௧ ൌ ∑ 𝑤௧𝑦
ே
ୀଵ           (16) 
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If we define weights in terms of relevance as follows, which admits the relevance‐

weighted average of every prior outcome in the observed data sample, the result is precisely 

equivalent to the prediction that results from linear regression analysis.6   

𝑤௧, ൌ
ଵ

ே
 ଵ

ேିଵ
𝑟௧         (17) 

Owing to this equivalence, the theoretical justification given by Gauss for linear 

regression analysis applies as well to RBP.  In most cases, however, we can produce a more 

reliable prediction by taking a relevance‐weighted average of a subset of relevant observations, 

which is called partial sample regression. 

Partial Sample Regression  

Partial sample regression censors the influence of observations that are less relevant than a 

chosen threshold, which leads to the following definition of prediction weights.   

𝑤௧,௦ ൌ
ଵ

ே
 ఒమ

ିଵ
ሺ𝛿ሺ𝑟௧ሻ𝑟௧ െ 𝜑�̅�௦௨ሻ      (18) 

𝛿ሺ𝑟௧ሻ ൌ ൜
1    𝑖𝑓 𝑟௧  𝑟∗

0    𝑖𝑓 𝑟௧ ൏ 𝑟∗        (19) 

𝜆ଶ ൌ
ఙೝ,ೠ
మ

ఙೝ,ೌೝೌ
మ ൌ

భ
ಿషభ

∑ 
మಿ

సభ
భ

షభ
∑ ఋሺሻ

మಿ
సభ

        (20) 

In Equations 18 through 20, 𝑛 ൌ ∑ 𝛿ሺ𝑟௧ሻ
ே
ୀଵ  is the number of observations that are fully 

retained (not censored), 𝜑 ൌ 𝑛/𝑁 is the fraction of observations in the retained sample, and 

�̅�௦௨ ൌ
ଵ


∑ 𝛿ሺ𝑟௧ሻ𝑟௧
ே
ୀଵ  is the average relevance value among the retained sample.  It is 

important to note that 𝑤௧,௦ depends crucially on the prediction circumstances 𝑥௧.  Relevance 

is reassessed for each prediction circumstance which further affects the identification of the 
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retained subsample and introduces nonlinear conditional dependence of the prediction 𝑦ො௧ on 

the prediction circumstances 𝑥௧.  The scaling factor 𝜆ଶ compensates for a bias that would 

otherwise result from relying on a small subsample of highly relevant observations.  In the case 

of linear regression analysis, where 𝑛 ൌ 𝑁, we have 𝜆ଶ ൌ 1.  Lastly, note that partial sample 

regression weights always sum to 1.7  The quesƟon that now emerges is how to select the 

censoring threshold 𝑟∗, which leads to fit. 

Fit 

Fit is a crucial component of RBP.  It reveals how much confidence we should have in a specific 

prediction task, separately from the confidence we have in the overall prediction system.  In 

addition, it provides a principled way to evaluate the relative merits of alternative calibrations 

for each prediction task.   

Consider, for example, a pair of observations that are used, in part, to form a prediction.  

Each observation has a weight and an outcome.  We are interested in the alignment of the 

weights of the two observations with their outcomes.  We must first standardize them by 

subtracting the average value and dividing this difference by standard deviation – in essence, 

converting them to z‐scores.  We then measure their alignment by taking the product of these 

standardized values.  If the product is positive, their relevance is aligned with their outcomes, 

and the larger the product, the stronger the alignment.  We perform this calculation for every 

pair of observations in our sample.  We should also note that all the formulas we have thus far 

considered for weights rely only on relevance, which in turn relies only on the 𝑥s, the 𝑥௧, and 

the �̅�.  They do not make use of any of the information from observed outcomes.  To determine 

fit, however, we must consider outcomes (the 𝑦s).   
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𝑓𝑖𝑡௧ ൌ
ଵ

ሺேିଵሻమ
∑ ∑ 𝑧௪

𝑧௪ೕ
𝑧௬𝑧௬ೕ         (21) 

Equation 22 intuitively describes fit as the squared correlation of relevance weights and 

outcomes, which conceptually matches the notion of the conventional R‐squared statistic.  As 

we soon show, this connection of fit to R‐squared is critically important.   

𝑓𝑖𝑡௧ ൌ 𝜌ሺ𝑤௧ ,𝑦ሻଶ          (22) 

Although we compute fit from the full sample of observations, the weights that 

determine fit vary with the threshold we choose to define the relevant subsample.  As we focus 

the subsample on observations that are more relevant, we should expect the fit of the 

subsample to increase, but we should also expect more noise as we shrink the number of 

observations.  The fit across pairs of all observations in the full sample implicitly captures this 

tradeoff between subsample fit and noise by overweighting observations that are more 

relevant and underweighting observations that are less relevant accordingly.   

Like relevance, fit is not arbitrary.  In the case of linear regression with 𝑛 ൌ 𝑁, the 

informativeness‐weighted average fit across all prediction tasks in the observed sample equals 

the classical R‐squared statistic.8  

𝑅ଶ ൌ ଵ

ேିଵ
∑ 𝑖𝑛𝑓𝑜ሺ𝑥௧ , �̅�ሻ𝑓𝑖𝑡௧ே
௧ୀଵ         (23) 

This convergence of fit to R‐squared reveals an intriguing insight.  R‐squared is the result 

of some good predictions, some average predictions, and some bad predictions; that is, some 

predictions with high fit, some with average fit, and some with low fit.  R‐squared reveals the 

average reliability of a prediction model.  It reveals much less about the reliability of specific 
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prediction tasks, which can vary substantially.  Fit is much more nuanced.  It gauges the 

reliability of a specific prediction task in a non‐arbitrary way, as demonstrated by its 

convergence to R‐squared.  Fit is the fundamental building block of R‐squared.  To compute fit, 

we must know the weight of each observation in a prediction.  These weights are inherent to 

RBP, but they are not available in model‐based prediction algorithms which rely exclusively on 

calibrated parameters rather than weighted observations to form predictions.   

Grid Prediction 

We have thus far shown how to form a prediction as a relevance‐weighted average of 

outcomes (𝑦s).  And we have shown how we can use fit to measure the reliability of a specific 

prediction task.  But we have left unanswered the question of how to determine the threshold 

for the subsample of relevant observations.  We have only noted that a partial sample 

regression prediction depends on the choice of a parameter, 𝑟∗, which is the censoring 

threshold for relevance.  In addition, we have implicitly assumed up to this point that the full 

menu of predictive variables is used to measure relevance and form a partial sample prediction.  

However, it is possible that a subset of the predictive variables will render a better prediction 

for a specific task.  The efficacy of observations for a given prediction task depends on the 

predictive variables, and the efficacy of the predictive variables depends on the observations.  

These choices are codependent.  We, therefore, turn to the last key feature of RBP, which is 

grid prediction.  But before we show how to form predictions that consider a range of 

alternative calibrations, we must first describe an enhanced version of fit called adjusted fit.   

Partial sample regression using relevance is more effective to the extent there is strong 

alignment between relevance and outcomes, as measured by fit.  It is also more effective to the 
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extent there is asymmetry between the fit of the weights formed from the retained subsample 

of observations and the fit of the weights formed from the complementary set of censored 

observations.  In the presence of asymmetry, we trust the more relevant sample based on 

principle.  In the absence of asymmetry, the full sample relationship is linear, and linear 

regression analysis, which is a special case of RBP, will suffice.  Therefore, to compare properly 

the efficacy of two predictions formed from different values of 𝑟∗, we need a way to measure 

not only fit but asymmetry.   

We measure asymmetry between the fit of the retained and censored subsamples as 

shown by Equation 24.  The ሺሻ superscript designates weights formed from the retained 

observations while the ሺെሻ superscript designates weights formed from the censored 

observations.  Asymmetry recognizes the benefit of censoring non‐relevant observations that 

contradict the predictive relationships that exist among the relevant observations.  This 

assessment also inherently considers the relative sample sizes of the complementary groups.   

𝑎𝑠𝑦𝑚𝑚𝑒𝑡𝑟𝑦௧ ൌ
ଵ

ଶ
൬𝜌ቀ𝑤௧

ሺାሻ,𝑦ቁ െ 𝜌ቀ𝑤௧
ሺିሻ, 𝑦ቁ൰

ଶ

                  (24) 

To calculate adjusted fit, we add asymmetry to fit and multiply this sum by 𝐾, the 

number of predictive variables included in the prediction, as shown by Equation 25.  

Multiplication by the number of predictive variables allows us to compare predictions based on 

different numbers of predictive variables.  It corrects a bias that would otherwise occur, 

whereby adding a pure noise variable decreases fit in proportion to the increase in the number 

of variables, even if the predictions themselves do not change (consider, for example, the case 

of a full sample linear regression analysis with a large sample of observations).  Another way to 
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view the intuition for 𝐾 is that we are more likely to observe a spurious relationship from 

prediction weights based on any one variable in isolation than we are based on a collection of 

many variables. 

𝑎𝑑𝑗𝑢𝑠𝑡𝑒𝑑 𝑓𝑖𝑡௧ ൌ 𝐾ሺ𝑓𝑖𝑡௧  𝑎𝑠𝑦𝑚𝑚𝑒𝑡𝑟𝑦௧ሻ   (25) 
 

We now return to the question of how to form a prediction given uncertainty in the 

calibration of 𝑟∗ and variable selection, which are codependent choices.  To address this issue, 

we could consider every possible calibration that combines a choice of 𝑟∗ with a choice of a 

subset of variables and select the prediction with the greatest reliability as measured by 

adjusted fit.  It is important to note that the assessment of reliability using adjusted fit is made 

before the prediction is rendered and the subsequent outcome is known and that the 

assessment of reliability is specific to the prediction task.   

However, instead of selecting one optimal calibration for a given prediction task, it may 

be more prudent to compute a composite prediction as a reliability‐weighted average of the 

predictions from all possible calibrations.  Equation 26 defines reliability weights, 𝜓ఏ, as the 

adjusted fit for a parameter calibration, 𝜃, divided by the sum of all adjusted fits across all 

parameter calibrations.  

𝜓ఏ ൌ
ௗ௨௦௧ௗ ௧ഇ

∑ ௗ௨௦௧ௗ ௧ഇ෩ഇ෩
     (26) 

Equation 27 describes the composite prediction. 

𝑦ො௧,ௗ ൌ ∑ 𝜓ఏ𝑦ො௧,ఏఏ      (27) 
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Exhibit 1 gives a visual representation of grid prediction, based on a contrived data set 

of four predictive variables and 400 randomly simulated observations.  The column labels 

represent alternative variable subsets, and the row labels represent alternative observation 

subsets.  Each cell represents a codependent calibration 𝜃; that is, a unique combination of 

predictive variables and observations.  The values in the cells are the weights (𝜓ఏ) we apply to 

the calibration‐specific predictions to form the composite grid prediction.  Cells that are shades 

of red are less important to forming the prediction while blue shaded cells are more important.  

The values in the grid are specific to each prediction task.  

Exhibit 1: Grid Prediction – Illustrative Example 

 

Note that each cell’s prediction is a linear function of observations, and the grid 

prediction is a linear function of each cell’s prediction.  Therefore, we can express the grid 

prediction in terms of composite weights applied to each observation, as shown in Equation 28.  

ABCD ABC ABD ACD BCD AB AC AD BC BD CD A B C D

0 1.5% 1.5% 1.1% 1.0% 1.2% 1.0% 0.9% 0.7% 1.4% 0.8% 0.0% 0.4% 0.7% 0.0% 0.0%

0.1 0.7% 0.8% 0.6% 0.5% 0.6% 0.5% 0.5% 0.4% 0.8% 0.4% 0.1% 0.2% 0.4% 0.1% 0.0%

0.2 0.7% 1.0% 0.7% 0.5% 0.6% 0.7% 0.6% 0.4% 0.9% 0.4% 0.1% 0.3% 0.5% 0.1% 0.1%

0.3 0.9% 1.2% 0.8% 0.6% 0.6% 0.8% 0.7% 0.5% 1.1% 0.4% 0.2% 0.4% 0.6% 0.1% 0.1%

0.4 0.9% 1.3% 0.8% 0.6% 0.6% 1.0% 0.8% 0.5% 1.3% 0.4% 0.2% 0.4% 0.6% 0.2% 0.1%

0.5 0.9% 1.4% 0.9% 0.7% 0.7% 1.0% 0.8% 0.5% 1.3% 0.5% 0.2% 0.4% 0.7% 0.2% 0.1%

0.6 1.0% 1.4% 0.9% 0.7% 0.7% 1.0% 0.8% 0.5% 1.3% 0.5% 0.2% 0.4% 0.7% 0.2% 0.1%

0.7 1.0% 1.5% 0.9% 0.7% 0.7% 1.0% 0.8% 0.6% 1.4% 0.5% 0.4% 0.4% 0.7% 0.3% 0.2%

0.8 1.0% 1.6% 0.9% 0.7% 0.7% 1.0% 0.9% 0.6% 1.6% 0.5% 0.4% 0.5% 0.8% 0.4% 0.2%

0.9 1.2% 1.6% 1.1% 0.8% 0.7% 1.1% 1.0% 0.7% 1.2% 0.6% 0.1% 0.5% 0.6% 0.1% 0.1%

Variable combinations

r*
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Composite weights are important because they preserve the transparency of how each 

observation contributes to the current prediction task, and they allow us to calculate fit from 

composite weights as a final gauge of the grid prediction’s reliability.   

𝑤௧,ௗ ൌ ∑ 𝜓ఏ𝑤௧,ఏఏ      (28) 

One final point is worth noting about grid prediction.  In cases where informative 

(statistically unusual) observations do not extrapolate reliably to other circumstances, it may be 

advisable to consider subsamples of observations and predictive variables based on similarity 

filtering rather than relevance filtering.  We need not worry whether we should use similarity or 

relevance to identify the optimal combination of observations and variables.  We simply include 

multiple observation censoring rules as candidates in the grid.  However, even when we censor 

based on similarity, we should still form the predictions as a relevance‐weighted average of the 

retained observations.   

  We next present a simple illustraƟon of HCMs and RBP to show how they form 

predicƟons differently but give similar results.   

 

A Simple IllustraƟon of HCMs and RBP  

Exhibit 2 shows evenly spaced observaƟons of a predicƟve 𝑋 variable and corresponding values 

for 𝑌.  This example clearly is contrived to reflect a condiƟonal relaƟonship in which the 

relaƟonship of 𝑋 and 𝑌 is someƟmes negaƟve and someƟmes posiƟve.   
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Exhibit 2: IllustraƟve Data for a CondiƟonal RelaƟonship 

 

Exhibit 3 compares the predicƟon of 𝑌 given an 𝑥௧ value of ‐5.50 performed two 

different ways.  The leŌ panel of Exhibit 3 uses an HCM to form the predicƟon.  It creates two 

nonlinear transformaƟons of 𝑋 to create new predicƟve variables 𝑆1 and 𝑆2.  The rule for 𝑆1 is 

to keep the value of 𝑋 if it is negaƟve and replace it with zero if it is posiƟve.  The rule for 𝑆2 is 

to keep the value of 𝑋 if it is posiƟve and replace it with zero if it is negaƟve.   

The right panel in Exhibit 3 uses RBP to form the predicƟon, though only up to parƟal 

sample regression.  It does not incorporate grid predicƟon.  ParƟal sample regression is 

configured to censor the least relevant half of the observaƟons to generate predicƟon weights 

to apply across observaƟons of 𝑌.  It leads to predicƟon weights that are very similar to the 

HCM.  
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Exhibit 3: Comparison of HCM and RBP PredicƟons (𝑥௧ ൌ െ5.5)

 

  Exhibit 4 shows the same analysis for predicƟng 𝑌 but in this case for an 𝑥௧ value of 

+6.5.  The two‐variable HCM sƟll does not censor any observaƟons, but it shiŌs its focus across 

the two variables which has the same effect as changing the observaƟon weights that inform 

the predicƟon.  The parƟal sample regression chooses to censor a different half of the 

observaƟons for this task, and the observaƟon weights change accordingly.   

Exhibits 3 and 4 show that, although the HCM and RBP form the predicƟons differently, 

they yield similar predicƟons and place similar importance on the observaƟons.  Given the 

condiƟonality of the contrived data, the HCM’s betas and intercept are difficult to interpret.  

However, owing to the equivalence of linear regression analysis with full‐sample RBP, we are 

able to recast the HCM predicƟons as relevance‐weighted averages, which allows us to observe 

the similarity of the observaƟon weights, and which underscores the transparency of RBP.   

Observation Observation

Observation S1 S2 Relevance Censor Weight Observation X Y Relevance Censor Weight

1 ‐7.50 0.00 2.76 1 25% 1 ‐7.50 3.50 1.82 1 27%

2 ‐6.50 0.00 2.25 1 21% 2 ‐6.50 4.57 1.58 1 23%

3 ‐5.50 0.00 1.74 1 18% 3 ‐5.50 2.80 1.33 1 19%

4 ‐4.50 0.00 1.23 1 14% 4 ‐4.50 ‐1.75 1.09 1 15%

5 ‐3.50 0.00 0.72 1 11% 5 ‐3.50 ‐2.30 0.85 1 12%

6 ‐2.50 0.00 0.20 1 8% 6 ‐2.50 ‐3.70 0.61 1 8%

7 ‐1.50 0.00 ‐0.31 1 4% 7 ‐1.50 ‐5.17 0.36 1 4%

8 ‐0.50 0.00 ‐0.82 1 1% 8 ‐0.50 ‐2.79 0.12 1 1%

9 0.00 0.50 ‐1.06 1 ‐1% 9 0.50 ‐4.71 ‐0.12 0 ‐1%

10 0.00 1.50 ‐1.03 1 ‐1% 10 1.50 ‐0.56 ‐0.36 0 ‐1%

11 0.00 2.50 ‐1.01 1 0% 11 2.50 ‐2.80 ‐0.61 0 ‐1%

12 0.00 3.50 ‐0.98 1 0% 12 3.50 0.73 ‐0.85 0 ‐1%

13 0.00 4.50 ‐0.96 1 0% 13 4.50 1.48 ‐1.09 0 ‐1%

14 0.00 5.50 ‐0.93 1 0% 14 5.50 2.69 ‐1.33 0 ‐1%

15 0.00 6.50 ‐0.91 1 0% 15 6.50 1.85 ‐1.58 0 ‐1%

16 0.00 7.50 ‐0.88 1 0% 16 7.50 6.16 ‐1.82 0 ‐1%

Average: ‐2 2 Average: 0.00 0.00

Covariance: 7.07 4.27 Variance: 22.67 11.94

4.27 7.07

Betas: ‐1.19 1.40

Intercept: ‐5.19 Prediction: 1.38 Prediction: 1.37

HCM RBP

Prediction for X = ‐5.5 Prediction for X = ‐5.5
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Exhibit 4: Comparison of HCM and RBP PredicƟons (𝑥௧ ൌ 6.5)  

 

Next, we expand our set of predicƟve variables beyond just 𝑆1 and 𝑆2.  We now 

consider 1,000 randomly generated nonlinear transformaƟons.  In the spirit of Kelly, Malamud, 

and Zhou, we create one new variable by mulƟplying all 16 values of 𝑋 by a randomly drawn 

number from a normal distribuƟon with unit variance centered on zero, and we shiŌ those 

results by another randomly drawn number from the same distribuƟon.  We then apply the 

highly nonlinear sine funcƟon to the result.  We repeat this process 1,000 Ɵmes to generate 

1,000 disƟnct transformed 𝑆 variables.  We then perform principal components analysis on the 

covariance matrix of the 1,000 𝑆 variables and project their values to obtain 15 uncorrelated 𝑄 

variables which we sort in decreasing order of variance.  Recall that the informaƟon in any 

number of 𝑆 variables can be condensed into a maximum of 15 𝑄 variables, which is one less 

than the number of observaƟons.  This is possible because the 𝑆 variables contain partly 

Observation Observation

Observation S1 S2 Relevance Censor Weight Observation X Y Relevance Censor Weight

1 ‐7.50 0.00 ‐0.59 1 2% 1 ‐7.50 3.50 ‐2.15 0 ‐2%

2 ‐6.50 0.00 ‐0.75 1 1% 2 ‐6.50 4.57 ‐1.86 0 ‐2%

3 ‐5.50 0.00 ‐0.91 1 0% 3 ‐5.50 2.80 ‐1.58 0 ‐2%

4 ‐4.50 0.00 ‐1.07 1 ‐1% 4 ‐4.50 ‐1.75 ‐1.29 0 ‐2%

5 ‐3.50 0.00 ‐1.23 1 ‐2% 5 ‐3.50 ‐2.30 ‐1.00 0 ‐2%

6 ‐2.50 0.00 ‐1.39 1 ‐3% 6 ‐2.50 ‐3.70 ‐0.72 0 ‐2%

7 ‐1.50 0.00 ‐1.55 1 ‐4% 7 ‐1.50 ‐5.17 ‐0.43 0 ‐2%

8 ‐0.50 0.00 ‐1.71 1 ‐5% 8 ‐0.50 ‐2.79 ‐0.14 0 ‐2%

9 0.00 0.50 ‐1.42 1 ‐3% 9 0.50 ‐4.71 0.14 1 0%

10 0.00 1.50 ‐0.69 1 2% 10 1.50 ‐0.56 0.43 1 4%

11 0.00 2.50 0.05 1 7% 11 2.50 ‐2.80 0.72 1 8%

12 0.00 3.50 0.78 1 11% 12 3.50 0.73 1.00 1 13%

13 0.00 4.50 1.51 1 16% 13 4.50 1.48 1.29 1 17%

14 0.00 5.50 2.25 1 21% 14 5.50 2.69 1.58 1 22%

15 0.00 6.50 2.98 1 26% 15 6.50 1.85 1.86 1 26%

16 0.00 7.50 3.71 1 31% 16 7.50 6.16 2.15 1 30%

Average: ‐2.00 2.00 Average: 0.00 0.00

Covariance: 7.07 4.27 Variance: 22.67 11.94

4.27 7.07

Betas: ‐1.19 1.40

Intercept: ‐5.19 Prediction: 3.92 Prediction: 3.15

HCM RBP

Prediction for X = 6.5 Prediction for X = 6.5
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redundant informaƟon.  The 𝑄 variables represent the dominant sources of variaƟon in the 

randomly transformed variables.9  As we discussed previously, regressing 𝑌 on the 𝑄 variables 

derived from principal components analysis is equivalent to regressing on the 𝑆 variables 

directly using the Moore‐Penrose pseudo‐inverse of the covariance matrix of 𝑆, which is also 

equivalent to ridgeless regression.   

Exhibit 5 shows the values of the 𝑄 variables for each observaƟon.  We observe, for 

example, that 𝑄1 mainly disƟnguishes high values of 𝑋 from low values of 𝑋, while 𝑄3 

disƟnguishes moderate values from high and low values.  

Exhibit 5 also shows the observaƟon weights, based on relevance, for predicƟons that 

pay aƩenƟon to the top 5 𝑄 variables, the top 10 𝑄 variables, and all 15 𝑄 variables.  The 

observaƟon weights based on the top 5 𝑄 variables are broadly similar to the weights we 

observed in the prior examples; observaƟons for low values of 𝑋 similar to the predicƟon 

circumstances (observaƟon 3) receive high weights, while other observaƟons receive weights 

close to zero.  As we include more 𝑄 variables, the weights become increasingly concentrated.  

If we include all 15 𝑄 variables, the predicƟon places 100% of its weight on the observaƟon that 

matches the predicƟon circumstance.  It therefore results in a predicƟon that is precisely equal 

to the actual 𝑌 value for observaƟon 3.  In the Appendix we show mathemaƟcally that this 

result always obtains for ridgeless regression when the nonlinear transformaƟons are extensive 

enough that they generate the full range of 𝑁 െ 1 principal components of the covariance 

structure, which means they are capable of perfectly isolaƟng each observaƟon in the data 

sample.  This scenario would be deemed overfiƫng because there is no generalizaƟon of a 

relaƟonship from mulƟple observaƟons, and if there is noise involved in the process, we would 
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expect a new observaƟon of 𝑌 for the same 𝑋 circumstances to differ from the value of 2.80.  

Using mulƟple observaƟons to inform a predicƟon, where viable, has the advantage of 

diversifying the noise components of each observaƟon in the predicƟon.  To put it differently, 

the predicƟon with 15 𝑄 variables has not learned a generalized relaƟonship, it has merely 

memorized the training data.10   

The regression betas corresponding to each 𝑄 variable are shown at the boƩom of 

Exhibit 5.  It is difficult to interpret these regression betas, and it is not necessarily apparent 

from visually inspecƟng them that the predicƟon from 15 𝑄 variables places 100% weight on a 

single observaƟon.  It would be even more difficult to interpret 1,000 regression betas 

corresponding to the 𝑆 variables.  However, invoking the equivalence of linear regression 

analysis with full‐sample RBP, we can again recast the HCM predicƟons as relevance‐weighted 

averages, which reveals the importance of each observaƟon to the predicƟons.  The larger 

point, though, is that the efficacy of HCMs is not dependent on a contrived two‐variable 

example; it generalizes to applicaƟons that comprise a very large number of randomly 

generated predicƟve variables.  
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Exhibit 5: HCM PredicƟons with 15 𝑄s from 1,000 Randomly Generated Sine TransformaƟons 

 

   

SimulaƟon Experiments 

To evaluate these approaches in a more intricate seƫng with mulƟple predicƟve variables, 

repeated random draws, and RBP grid predicƟon, we perform a regime‐based simulaƟon 

experiment similar to Czasonis, Kritzman, and Turkington (2023), but with the addiƟon of 

random noise affecƟng outcomes for 𝑌.  We simulate four 𝑋 variables which we refer to as 

Predictions X =  13.19 5.60 8.01 1.58 0.37 ‐7.62 8.98 3.86 2.45 2.17 ‐1.83 ‐1.64 ‐2.12 ‐0.51 0.31

Observations Q1 Q2 Q3 Q4 Q5 Q6 Q7 Q8 Q9 Q10 Q11 Q12 Q13 Q14 Q15 5 Qs 10Qs 15 Qs 5 Qs 10 Qs 15 Qs

1 ‐5.62 ‐9.48 4.90 8.29 ‐8.11 ‐8.81 ‐5.82 ‐3.47 4.59 ‐2.31 2.89 ‐1.04 0.79 ‐0.11 0.01 ‐0.37 ‐0.59 ‐0.94 4% 2% 0%

2 ‐8.97 ‐12.43 6.08 5.47 ‐6.70 0.08 ‐0.31 1.89 ‐4.53 4.30 ‐4.29 3.66 ‐0.95 1.33 0.24 ‐0.97 ‐1.28 ‐0.94 0% ‐2% 0%

3 ‐11.21 ‐9.69 5.65 ‐3.64 0.26 8.30 7.04 5.21 ‐2.67 1.41 1.77 ‐2.23 1.65 ‐1.16 ‐0.30 ‐1.46 ‐0.90 ‐0.94 ‐3% 0% 0%

4 ‐12.07 ‐2.24 4.22 ‐9.84 7.61 2.67 6.10 ‐2.11 5.59 ‐2.20 1.93 1.92 ‐1.03 2.04 0.67 ‐1.47 ‐0.51 ‐0.94 ‐4% 3% 0%

5 ‐11.58 6.38 1.81 ‐6.09 10.50 ‐6.70 ‐1.51 ‐5.23 ‐0.94 2.51 ‐3.95 1.43 0.91 ‐1.34 ‐0.80 ‐1.02 ‐1.30 ‐0.94 ‐1% ‐2% 0%

6 ‐9.94 12.02 ‐1.98 4.45 7.45 ‐4.58 ‐4.74 4.08 ‐5.83 1.86 2.19 ‐1.88 0.25 1.61 1.16 ‐0.59 ‐1.13 ‐0.94 2% ‐1% 0%

7 ‐7.23 12.23 ‐6.63 10.73 0.19 4.60 0.09 5.86 3.60 ‐1.24 1.10 3.43 ‐0.53 ‐0.35 ‐1.22 ‐0.64 ‐0.25 ‐0.94 2% 5% 0%

8 ‐3.49 7.45 ‐10.95 5.62 ‐6.28 5.55 6.21 ‐4.48 3.31 2.89 ‐3.41 ‐0.73 1.47 0.31 1.45 ‐1.21 ‐1.15 ‐0.94 ‐2% ‐1% 0%

9 0.77 ‐0.11 ‐13.58 ‐4.96 ‐6.68 ‐3.26 6.46 ‐4.29 ‐5.60 1.24 2.82 ‐0.28 ‐1.04 0.96 ‐1.31 ‐1.88 ‐1.51 ‐0.94 ‐6% ‐4% 0%

10 4.91 ‐7.12 ‐13.15 ‐8.97 ‐0.55 ‐6.62 0.18 5.70 ‐0.85 ‐2.75 ‐0.38 3.07 0.87 ‐0.78 1.31 ‐1.94 ‐0.02 ‐0.94 ‐7% 6% 0%

11 8.57 ‐10.24 ‐9.04 ‐2.37 7.05 1.49 ‐5.44 3.47 4.94 4.12 ‐2.49 ‐1.79 0.58 1.68 ‐0.96 ‐0.93 ‐0.98 ‐0.94 0% 0% 0%

12 11.49 ‐7.82 ‐2.38 6.94 10.28 6.73 ‐2.27 ‐4.62 ‐1.90 3.27 3.31 1.70 ‐1.16 ‐1.04 0.82 0.86 ‐2.55 ‐0.94 12% ‐11% 0%

13 13.18 ‐1.34 4.14 8.81 7.23 ‐0.87 7.02 ‐1.16 ‐3.64 ‐4.90 ‐1.56 1.41 2.33 1.48 ‐0.42 2.59 2.85 ‐0.94 24% 25% 0%

14 13.19 5.60 8.01 1.58 0.37 ‐7.62 8.98 3.86 2.45 2.17 ‐1.83 ‐1.64 ‐2.12 ‐0.51 0.31 3.50 8.82 14.06 30% 65% 100%

15 11.29 9.26 8.11 ‐6.93 ‐5.34 ‐0.39 ‐0.52 0.69 1.23 6.55 3.52 3.15 2.15 0.80 ‐0.01 3.31 4.07 ‐0.94 28% 33% 0%

16 7.59 7.86 5.13 ‐8.35 ‐6.05 8.84 ‐8.27 ‐0.97 ‐2.52 ‐4.48 ‐2.54 ‐0.74 ‐0.75 0.15 0.07 2.23 ‐3.55 ‐0.94 21% ‐17% 0%

Covariance: 96.26 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

0.00 75.39 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

0.00 0.00 59.62 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

0.00 0.00 0.00 51.27 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

0.00 0.00 0.00 0.00 45.58 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 34.05 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 29.89 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 16.43 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 15.02 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 11.27 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 7.78 0.00 0.00 0.00 0.00

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 4.42 0.00 0.00 0.00

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 1.77 0.00 0.00

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 1.25 0.00

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.76

Betas 5 Qs: 0.10 ‐0.13 0.32 ‐0.03 ‐0.18

Intercept: 0.32

Betas 10 Qs: 0.10 ‐0.13 0.32 ‐0.03 ‐0.18 0.06 ‐0.10 0.01 ‐0.12 ‐0.15

Intercept: 0.50

Betas 15 Qs: 0.10 ‐0.13 0.32 ‐0.03 ‐0.18 0.06 ‐0.10 0.01 ‐0.12 ‐0.15 ‐0.20 ‐0.06 ‐0.02 ‐0.49 0.72

Intercept: 0.64

  Prediction

  Prediction

3.36

1.58

2.69

Relevance Observation Weights

  Prediction
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𝐴,𝐵,𝐶,𝐷, where 𝐴,𝐵 funcƟon as a group and influence 𝑌 in regime 1, and 𝐶,𝐷 funcƟon as a 

group and influence 𝑌 in regime 2. 

𝜌 ൌ ൮

1 0.5 0 0
0.5 1 0 0
0 0 1 0.5
0 0 0.5 1

൲ 

𝜇ଵ ൌ ሺ3 3 0 0ሻ;     𝜎ଵ ൌ ሺ1 1 3 3ሻ;     𝛽ଵ ൌ ሺ1 2 0 0ሻ 

𝜇ଶ ൌ ሺ0 0 3 3ሻ;     𝜎ଶ ൌ ሺ3 3 1 1ሻ;     𝛽ଶ ൌ ሺ0 0 1 2ሻ 

൜
 𝑋 ~ 𝑁ሺ𝜇ଵ,Ωଵሻ      𝑖𝑓 𝑟𝑒𝑔𝑖𝑚𝑒 ൌ 1
 𝑋 ~ 𝑁ሺ𝜇ଶ,Ωଶሻ      𝑖𝑓 𝑟𝑒𝑔𝑖𝑚𝑒 ൌ 2

 

൜
 𝑦௧ ൌ 𝛽ଵ𝑥௧ᇱ  𝜖௧      𝑖𝑓 𝑟𝑒𝑔𝑖𝑚𝑒 ൌ 1
 𝑦௧ ൌ 𝛽ଶ𝑥௧ᇱ  𝜖௧      𝑖𝑓 𝑟𝑒𝑔𝑖𝑚𝑒 ൌ 2

 

𝜎ఢ ൌ 5 

  Regime 1 prevails randomly 75 percent of the Ɵme, and regime 2 prevails the other 25 

percent of the Ɵme.  We simulate 500 random training observaƟons and 500 random tesƟng 

observaƟons.  

  We form predicƟons using mulƟple methods.  First, we form predicƟons from tradiƟonal 

linear regression analysis.  Second, we produce RBP grid predicƟons considering all 

combinaƟons of the predicƟve variables along with observaƟon subsamples based on censoring 

thresholds of 0, 0.2, 0.5, and 0.8 based on both relevance and similarity.  Third, we produce 

predicƟons from mulƟple calibraƟons of nonlinear transformed predicƟve variables.  Following 

Kelly, Malamud, and Zhou, we generate 5,000 (10 Ɵmes the number of observaƟons) 𝑆 

variables, each of which applies a set of four random mulƟples from a centered normal 
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distribuƟon with variance of 10 (which provided more consistent and reliable results than 

variance of 1) to the normalized z‐scores of the inputs and computes the sine funcƟon of the 

resulƟng sum.  We condense the 5,000 𝑆 variables into sets of 10, 100, 250, and 499 𝑄 

variables.  Recall from our earlier discussion that 499 𝑄s capture the enƟrety of the linear 

predicƟve informaƟon in the 500 training sample observaƟons for the 5,000 𝑆 variables.  The 

smaller sets of 𝑄 extract subsets of the highest variance informaƟon in 𝑆.  

  Exhibit 6 shows the average outcomes for the predicƟon tasks condiƟonal on below 

median (low) and above median (high) predicƟons from each method, as well as a further 

decomposiƟon by below median (low) and above median (high) fit within the low and high 

predicƟon subsamples.  Fit effecƟvely idenƟfies in advance predicƟons with more extreme 

outcomes in almost every case except low predicƟons for 10 𝑄s, but the separaƟon is most 

dramaƟc for RBP grid predicƟons.  

Exhibit 6: Average Out‐of‐Sample Outcomes RelaƟve to Full‐Sample Average 

 

Exhibit 7 reports the correlaƟons of actual out‐of‐sample outcomes for each of the 500 

predicƟon tasks with the predicƟons as well as the correlaƟons among the various predicƟons.  

It is interesƟng to note that RBP grid predicƟon has the highest correlaƟon of predicƟons with 

outcomes by a significant margin.  Even though the highest correlaƟon between HCM and RBP 

Linear RBP

Regression Grid 10 Qs 100 Qs 250 Qs All Qs

Low predictions ‐0.95 ‐1.44 ‐0.63 ‐0.74 ‐0.86 ‐0.86

Low predictions with low fit ‐0.42 ‐0.33 ‐1.19 ‐0.18 ‐0.12 ‐0.06

Low predictions with high fit ‐1.49 ‐2.55 ‐0.07 ‐1.31 ‐1.60 ‐1.65

High predictions 0.95 1.44 0.63 0.74 0.86 0.86

High predictions with low fit 0.80 0.77 ‐0.21 0.23 0.16 0.21

High predictions with high fit 1.10 2.11 1.46 1.25 1.55 1.51

Random Sine Transformations
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is only 0.54, it is notable that the HCM predicƟons have a consistently higher correlaƟon with 

RBP than with linear regression, which indicates that they idenƟfy at least some nonlinear 

predicƟve relaƟonships in common.  We will explore the overlapping nature of their 

informaƟon in more detail shortly.   

Exhibit 7: CorrelaƟons of Outcomes and PredicƟons 

 

  Exhibit 8 shows the average and standard deviaƟon of actual test sample outcomes 

along with those of each predicƟon method.  It also shows the root mean squared error of the 

predicƟons and repeats the correlaƟons of predicƟons to outcomes from Exhibit 7.  Lastly, 

Exhibit 8 shows the average standard deviaƟon in observaƟon weights that are used to form 

each predicƟon.  Recall that observaƟon weights sum to 1 for each predicƟon, and a predicƟon 

formed from a single observaƟon has a variance (and standard deviaƟon) of 1.  Weights can 

also be negaƟve, which can lead to a higher standard deviaƟon.  It is interesƟng to note that 

RBP grid predicƟon has the lowest root mean squared error.  The apparent superiority of RBP 

grid predicƟon from Exhibits 7 and 8 may be specific to this simulaƟon, though.   

Linear RBP

Actual Regression Grid 10 Qs 100 Qs 250 Qs All Qs

Actual 1.00 0.25 0.57 0.25 0.34 0.37 0.33

Linear 0.25 1.00 0.73 0.33 0.42 0.43 0.31

RBP Grid 0.57 0.73 1.00 0.46 0.51 0.54 0.44

Sine transformations: 10 Qs 0.25 0.33 0.46 1.00 0.56 0.48 0.33

Sine transformations: 100 Qs 0.34 0.42 0.51 0.56 1.00 0.85 0.52

Sine transformations: 250 Qs 0.37 0.43 0.54 0.48 0.85 1.00 0.59

Sine transformations: All Qs 0.33 0.31 0.44 0.33 0.52 0.59 1.00

Random Sine Transformations
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Exhibit 8: PredicƟon StaƟsƟcs 

 

Exhibit 9 shows linear regression betas and t‐staƟsƟcs (in parentheses) for OLS 

regressions of actual test sample outcomes on mulƟple predicƟons.  The RBP grid and sine 

transformaƟon predicƟons subtract linear predicƟons to avoid excessive collinearity for the 

purpose of decomposiƟon.11  We consider the sine transformaƟon predicƟons for the case of 

250 𝑄s which has the highest correlation with realized outcomes and with RBP predictions.  

Exhibit 9 shows that despite having a correlation of only 0.54 with the RBP predictions, the 

useful predictive information contained in the 250 𝑄s HCM mostly overlaps with that of RBP, as 

evidenced by the differences in predictive R‐squared across the regressions.   

Exhibit 9: Regressions of Actual Outcomes on PredicƟon Components 

 

Linear RBP

Actual Regression  Grid 10 Qs 100 Qs 250 Qs All Qs

Average 9.19 8.85 9.55 8.99 9.06 9.02 8.41

Standard deviation 3.25 1.08 0.99 0.93 1.73 2.09 3.58

Root mean squared error 3.18 2.82 3.15 3.12 3.15 4.02

Correlation to actual 0.25 0.57 0.25 0.34 0.37 0.33

Random Sine Transformations

0.47 1.42
Standard deviation of 

observation weights (average)
0.07 0.05 0.09 0.31

1 2 3 4

Intercept ‐7.18 1.85 ‐7.50 2.67

(‐6.4) (1.65) (‐6.7) (2.3)

Linear Regression  1.64 0.82 1.67 0.74

(13.79) (6.56) (14) (5.65)

RBP Grid (above linear) 2.63 2.79

(14.57) (16.5)

Sine Transformations: 250 Qs 0.16 0.50

(above linear) (2.43) (6.94)

R‐squared 0.40 0.14 0.39 0.06



 

31 
 

  Exhibits 10, 11, 12, and 13 show results from the same simulaƟon setup, but the 𝑆 

variables are derived using a logisƟc S‐shaped funcƟon instead of a sine funcƟon.  This 

collecƟon of simulaƟons is based on a fresh draw of random numbers for 𝑋 and 𝑌.  These 

exhibits show that, just as in the case of sine funcƟon transformaƟons, RBP grid predicƟon has 

the highest correlaƟon of predicƟons with outcomes as well as the lowest root mean squared 

error of all predicƟon methods, but again this result may be specific to this simulaƟon.   

  The HCM predicƟons have slightly higher correlaƟons with RBP predicƟons in this set of 

results.  Once again, we observe that the 250 𝑄s HCM has the highest correlation with actual 

outcomes, but its predictive information is mostly subsumed by the nonlinear component of 

the RBP predictions, as seen in the R‐squared comparisons of Exhibit 13.  

Exhibit 10: Average Out‐of‐Sample Outcomes RelaƟve to Full‐Sample Average 

 

Exhibit 11: CorrelaƟons of Outcomes and PredicƟons 

 

Linear RBP

Regression Grid 10 Qs 100 Qs 250 Qs All Qs

Low predictions ‐0.97 ‐1.46 ‐1.21 ‐1.30 ‐1.42 ‐0.52

Low predictions with low fit ‐0.32 ‐0.24 ‐0.48 ‐0.49 ‐0.61 0.15

Low predictions with high fit ‐1.63 ‐2.67 ‐1.94 ‐2.12 ‐2.23 ‐1.19

High predictions 0.97 1.46 1.21 1.30 1.42 0.52

High predictions with low fit 0.21 0.47 0.41 0.58 0.77 0.35

High predictions with high fit 1.74 2.45 2.01 2.03 2.08 0.69

Random Logistic Transformations

Linear RBP

Actual Regression Grid 10 Qs 100 Qs 250 Qs All Qs

Actual 1.00 0.30 0.59 0.45 0.50 0.51 0.18

Linear Regression 0.30 1.00 0.74 0.68 0.43 0.32 0.15

RBP Grid 0.59 0.74 1.00 0.71 0.65 0.57 0.23

Logistic Transformations: 10 Qs 0.45 0.68 0.71 1.00 0.70 0.54 0.27

Logistic Transformations: 100 Qs 0.50 0.43 0.65 0.70 1.00 0.78 0.26

Logistic Transformations: 250 Qs 0.51 0.32 0.57 0.54 0.78 1.00 0.29

Logistic Transformations: All Qs 0.18 0.15 0.23 0.27 0.26 0.29 1.00

Random Logistic Transformations
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Exhibit 12: PredicƟon StaƟsƟcs 

 

Exhibit 13: Regressions of Actual Outcomes on PredicƟon Components 

 

 

Conclusion and Summary 

The key challenge to predicƟon is to extract the most informaƟon possible from a sample of 

data without detrimentally overfiƫng the data.  One technique for doing so is to convert a 

relaƟvely small number of predicƟve variables into a much larger set of variables by applying 

non‐linear transformaƟons to the original variables.  If the number of transformed variables is 

sufficiently large, the variables will extract all the informaƟon from the data including 

Linear RBP

Actual Regression Grid 10 Qs 100 Qs 250 Qs AllQs

Average 9.12 9.01 9.63 9.05 8.99 9.00 8.48

Standard deviation 3.40 1.12 1.00 1.63 2.28 3.13 8.99

Root mean squared error 3.24 2.97 3.05 3.00 3.25 9.04

Correlation to actual 0.30 0.59 0.45 0.50 0.51 0.18

3.11

Random Logistic Transformations

Standard deviation of 

observation weights (average)
0.07 0.05 0.13 0.42 0.76

1 2 3 4

Intercept ‐7.50 0.29 ‐9.31 0.83

(‐6.24) (0.28) (‐7.89) (0.71)

Linear Regression  1.70 0.98 1.86 0.92

(13.62) (8.49) (15.03) (7.11)

RBP Grid (above linear) 2.16 2.71

(10.55) (15.16)

Logistic Transformations: 250 Qs 0.24 0.50

(above linear) (5.19) (11.36)

R‐squared 0.41 0.28 0.38 0.09
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condiƟonaliƟes that the original set of variables would fail to detect.  It is commonly assumed, 

however, that as the number of variables increases relaƟve to the number of observaƟons the 

covariance matrix becomes unstable rendering out‐of‐sample predicƟons unreliable.  Kelly, 

Malamud, and Zhou (2024) overcome this concern by effecƟvely transforming the large number 

of transformed variables into linear combinaƟons of fewer variables, which greatly diminishes 

the risk of overfiƫng.  A predicƟon model derived in this fashion is called a high‐complexity 

model (HCM).   

  An alternaƟve technique for maximizing the uƟlity of data without overfiƫng is called 

relevance‐based predicƟon (RBP).  It forms a predicƟon as a weighted average of observed 

outcomes in which the weights are a staƟsƟcal measure called relevance.  Relevance is 

composed of similarity and informaƟveness, which are both measured as squared z‐scores in 

the case of a single predicƟve variable, or as Mahalanobis distances in the case of mulƟple 

predicƟve variables.  RBP recognizes that observaƟons and predicƟve variables are 

codependent; they should be selected jointly using principles that evaluate predicƟve reliability 

in advance, given the unique circumstances of each individual predicƟon task.   

There are two criƟcal differences between HCMs and RBP.  HCMs rely on a large number 

of randomly manufactured predicƟve variables within a single model to extract informaƟon.  

RBP, by contrast, is model free.  It is a predicƟon rouƟne that extracts informaƟon by 

considering many combinaƟons of relaƟvely few variables and applying them in ways that are 

specific to each predicƟon task.   

HCMs are opaque.  They only reveal the average importance of the large set of 𝑆 

variables or their consolidated counterparts, 𝑄.  Also, they give no insight into the relaƟve 
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importance of the observaƟons to the predicƟon.  Finally, they give no advance noƟce of an 

individual predicƟon’s reliability.  We must wait to see the outcome before we can judge the 

quality of a predicƟon.  RBP is fully transparent.  It shows precisely how each observaƟon 

informs a specific predicƟon, and it reveals the relaƟve importance of the predicƟve variables 

for each individual predicƟon task.  Finally, it gives advance noƟce of the reliability of the 

individual predicƟons before they are rendered. 

We have shown that HCMs and RBP give similar predicƟons and assign similar 

importance to the observaƟons in contrived experiments designed to illustrate how they 

funcƟon.  There are likely to be predicƟon tasks, though, in which there are subtle 

condiƟonaliƟes that are beyond the reach of RBP, given its reliance on relaƟvely few variables 

and a parsimonious set of censoring rules.  In these instances, an HCM, with its ability to include 

as many variables as necessary, has the potenƟal to extract more informaƟon from the data 

than RBP.  One might therefore conclude that we are faced with a tradeoff: the superior 

transparency of RBP versus the superior completeness of HCMs.  We may be able to have it 

both ways.  Again, recalling the equivalence of linear regression analysis with full‐sample RBP, 

we could recast an HCM predicƟon as a relevance‐weighted average.  This conversion would 

allow us to see how each observaƟon informs the HCM predicƟon.  And we could extend RBP’s 

ability to capture condiƟonaliƟes that are beyond the reach of the original predicƟve variables 

by including the 𝑄 variables engineered by an HCM as candidates in the RBP rouƟnes.  

Therefore, the best approach for maximizing the uƟlity of data without overfiƫng may be to 

use an HCM in tandem with RBP.



 

35 
 

Appendix: ObservaƟon weights for full‐rank predicƟons of observed circumstances 

Here we demonstrate mathemaƟcally that for predicƟon tasks in the observed sample, 

ridgeless regression always places 100% weight on the observed outcome that corresponds to 

the predicƟon circumstances, so long as the principal components consolidaƟon of variables is 

full‐rank with respect to the number of observaƟons, 𝑁.   

  Consider any large set of predicƟve variables 𝑆 for which the principal component 

transforms of 𝑆 derived from 𝑆ᇱ𝑆 are full rank.  We denote these 𝑁 principal component 

transforms as 𝑄ା to distinguish them from the earlier definition of 𝑄 which is based on the 

average‐centered covariance matrix of 𝑆, and therefore has 𝑁 െ 1 principal components in this 

scenario.  The inverse matrix 𝑄ାିଵ is guaranteed to exist because 𝑄ା is full rank, and 𝑄ା𝑄ାିଵ ൌ 𝐼.  

The OLS linear regression prediction of all the observed circumstances is 𝑌 ൌ 𝑄ାሺ𝑄ାᇱ 𝑄ାሻିଵ𝑄ାᇱ 𝑌.  

Expanding out the inverse gives 𝑌 ൌ 𝑄ା𝑄ାିଵ𝑄ାᇱ
ିଵ𝑄ାᇱ 𝑌 ൌ 𝐼𝑌 ൌ 𝑌.  The identity matrix 

represents the weights placed on each observation of 𝑌 for each prediction task and shows that 

each prediction places 100% weight on a single observation.   
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Notes 

This material is for informaƟonal purposes only.  The views expressed in this material are the 
views of the authors, are provided “as‐is” at the Ɵme of first publicaƟon, are not intended for 
distribuƟon to any person or enƟty in any jurisdicƟon where such distribuƟon or use would be 
contrary to applicable law and are not an offer or solicitaƟon to buy or sell securiƟes or any 
product.  The views expressed do not necessarily represent the views of Windham Capital 
Management, State Street Global Markets®, or State Street CorporaƟon® and its affiliates. 
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1 Hastie, Montenari, Rosset, and Tibshirani (2022) explore related issues.  Kernel ridge regression is also related to 
this approach but typically includes a highly curated set of nonlinear transformations of the original predictive 
variables rather than a large set of randomly generated transformations.  
2 If an 𝑁‐by‐ 𝑁 set of 𝑋 variables are not centered, 𝑋ᇱ𝑋 has a maximum of 𝑁 nonzero principal components.  The 
centered product ሺ𝑋 െ 1ே1ே

ᇱ 𝑋𝑁ିଵሻሺ𝑋 െ 1ே1ே
ᇱ 𝑋𝑁ିଵሻ, which is proporƟonal to the covariance matrix, has a 

maximum of 𝑁 െ 1 nonzero principal components.  
3 The language in this section, particularly in the subsections titled Relevance, Partial Sample Regression, and Fit, 
closely follows that of Czasonis, Kritzman and Turkington (2020, 2022a, 2022b, and 2023) with minor modifications 
for clarity and context.  Relevance‐based prediction was first introduced, in successive variations, in these 
aforementioned publications. For clarity of exposition and to provide a self‐contained reference for the analysis 
that follows, we review the essential components of RBP in the present section of this article. In the subsection 
titled Grid Prediction, we further extend RBP.  
4 This measure was first introduced by Mahalanobis (1936). 
5 Shannon showed that information is an inverse logarithmic function of probability, which is a key insight from his 
comprehensive theory of communication.  See Shannon (1948). 
6 See Czasonis, Kritzman, and Turkington (2023) for proof of this result.  
7 See Czasonis, Kritzman, and Turkington (2023) for proof of this result. 
8 See Czasonis, Kritzman, and Turkington (2022b) for proof of this result.  
9 We can build intuition about which 𝑆 variables contribute to the most prominent 𝑄 variables when ranked by 
variance.  First, 𝑆 transformaƟons with greater variance contain more informaƟon in expectaƟon because they 
differenƟate well between observaƟons on average.  These 𝑆 variables will tend to contribute to prominent (high 
variance) 𝑄 variables.  Second, groups of 𝑆 transformaƟons that are highly similar and occur frequently across the 
random draws indicate aspects of the 𝑋 variables that dominate the informaƟon they provide.  These staƟsƟcally 
common 𝑆 variables will tend to contribute to prominent 𝑄 variables because they explain a large amount of the 
collecƟve variance in 𝑆.  These informaƟon‐rich properƟes of high‐ranking 𝑄 variables show why it is reasonable to 
consider censored subsets of the highest variance 𝑄 variables to avoid overfiƫng.   
10 We may, of course, form a prediction for circumstances that do not equal any of the circumstances in the 
observed data.  In this case, the prediction cannot rely entirely on memorization.  It is likely to choose a focused 
set of observations that are near neighbors to the novel prediction circumstances.  Intuitively, because there are so 
many (𝑁 െ 1) dimensions to the 𝑄 variables, all but the closest observaƟons are extremely distant from the 
predicƟon circumstances.  We leave the detailed study of such predicƟons to future research.  But regardless, it 
remains the case that any predicƟon circumstances that match those that occurred in the data will render based on 
100% weight on a single observaƟon.  Any noise that affects that observaƟon will translate to the predicƟon in full.   
11 This choice does not affect the key conclusions of the analysis, but it allows for a more useful view of the 
coefficients on linear regression predictions.  

                                                            


